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Equivalence nume´rique et e´quivalence
cohomologique pour les varie´te´s
abe´liennes sur les corps finis
By L. Clozel*
Soient k un corps fini de cardinal q = pα, et A une varie´te´ abe´lienne de
dimension g sur k. Pour i ≤ g soit Zi(A) le groupe des cycles de codimension
i sur A, a` coefficients dans Q. Conside´rons pour l’instant la cohomologie e´tale
ℓ-adique (ℓ 6= p) H•e´t(A,Qℓ) ou` A = Ak × k¯, k¯ e´tant une cloˆture alge´brique
de k.
On dispose d’une application “classe de cycle” cl : Zi(A)→ H2i(A,Qℓ(i)).
Un cycle est cohomologiquement e´quivalent a` 0 si cl(Z) = 0; il est nume´rique-
ment e´quivalent a` 0 si le produit d’intersection Z · T est nul pour tout
T ∈ Zg−i(A).
Puisque Z · T = cl(Z) cl(T ) (au prix de l’isomorphisme canonique
H2ge´t (A,Qℓ(g))
∼= Qℓ), l’e´quivalence cohomologique implique l’e´quivalence
nume´rique. On peut aussi conside´rer le groupe Zi(A) des cycles sur k, auquel
s’appliquent les meˆmes constructions. Le but de cette note est de de´montrer:
The´ore`me 1. Soit A une varie´te´ abe´lienne sur k. Il existe alors un
ensemble L de nombres premiers, de densite´ (analytique ou naı¨ve) non nulle
tel que, si ℓ ∈ L, l ’e´quivalence nume´rique et l ’e´quivalence cohomologique (pour
la cohomologie ℓ-adique) coı¨ncident sur A.
Corollaire 1. Soit A une varie´te´ abe´lienne sur k. Il existe alors un
ensemble L de nombres premiers, de densite´ non nulle, tel que si ℓ ∈ L,
e´quivalence nume´rique et cohomologique coı¨ncident sur A.
En effet Z(A) = Z(A)G ou` G = Gal(k/k).
Nous appelons courbe sur k une courbe projective, lisse et ge´ome´trique-
ment irre´ductible.
Corollaire 2. Si X =
N∏
t=1
Ct est un produit de courbes, il existe un
ensemble L de nombres premiers, de densite´ (analytique ou naı¨ve) non nulle
tel que, si ℓ ∈ L, e´quivalence nume´rique et e´quivalence cohomologique (pour la
cohomologie ℓ-adique) co¨ıncident sur X.
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Nous laissons au lecteur le soin de trouver l’extension maximale du
The´ore`me 1 et de son Corollaire.
De´monstration du Corollaire. Nous fixons dore´navant un isomorphisme
Zℓ → Zℓ(1), et nous le ferons dans tout l’article, a` l’exception du §4. Ainsi
la classe de cycle prend simplement ses valeurs dans H2i(A,Qℓ). On peut
e´videmment e´tendre les scalaires a` k¯. Notons A•(V ) le groupe de Chow
d’une varie´te´ projective V , de´fini par les cycles a` coefficients rationnels mod-
ulo e´quivalence line´aire [1]. Si C1 ∼= P
1 (sur k¯) on a d’apre`s Grothendieck
A•(X) = A•(X ′) ⊗ Q[T ]/(T 2), T e´tant la classe fondamentale de C1. (On a
pose´ X ′ =
∏N
ℓ=2Ct.) On en de´duit aise´ment que le Corollaire est vrai pour X
s’il l’est pour X ′. On peut donc supposer que le genre gt de Ci est ≥ 1 pour
tout t. Soit At la jacobienne de Ct, ft : Ct → At un plongement induisant
un isomorphisme f∗t : H
1(At) → H
1(Ct) ou` l’on note simplement H
i(·) =
H ie´t(·,Qℓ) et f : X → A =
∏
At le produit des ft.
Soit g =
∑N
t=1 gt. On a alors deux applications
f∗ : H
i(X)→ H2(g−N)+i(A),
f∗ : H i(A)→ H i(X)
duales pour la dualite´ de Poincare´. Les applications f∗ et f
∗ sont aussi de´finies
entre les groupes de Chow.
L’application f∗, en cohomologie, est surjective puisque H•(X) est en-
gendre´ comme alge`bre par H1(X) =
⊕
H1(Ct) et f
∗ : H1(A) → H1(X)
est bijectif. Donc f∗ est injectif. Soit alors Z ∈ Z
i(X) et supposons Z
nume´riquement e´gal a` 0. Alors f∗Z l’est aussi d’apre`s la formule d’adjonction.
D’apre`s le The´ore`me 1, f∗Z est alors cohomologiquement trivial, et il en est
de meˆme de Z. Ceci termine la de´monstration.
En caracte´ristique nulle, le fait que l’e´quivalence cohomologique et
nume´rique co¨ıncident re´sulte de l’alge´bricite´ de l’ope´rateur Λ de la the´orie
de Lefschetz et du the´ore`me de positivite´ de Hodge; le the´ore`me est alors
duˆ a` D. Lieberman (cf. [6]). Notre preuve du The´ore`me 1 repose aussi sur
l’alge´bricite´ de Λ; l’usage de la positivite´ de Hodge est remplace´ par
l’abondance d’endomorphismes de A.
Je remercie S. Bloch, J.-L. Colliot-The´le`ne, N. Katz, L. Illusie, G. Laumon,
M. Raynaud et D. Ramakrishnan pour d’utiles conversations. Je suis tout
particulie`rement reconnaissant a` Ofer Gabber pour avoir de´cele´ une erreur dans
une premie`re version de ce travail. Le rapporteur (P. Deligne) m’a indique´
comment interpre´ter la de´monstration a` l’aide du groupe d’automorphismes
de H•(A,Qℓ) engendre´ par End(A)
∗ et les ope´rateurs de Lefschetz. Ceci sera
publie´ ulte´rieurement; je le remercie tre`s vivement.
EQUIVALENCE DE CYCLES SUR LES VARIE´TE´S ABE´LIENNES 153
1. Ge´ne´ralite´s sur la multiplication complexe
Dans ce qui suit A est une varie´te´ abe´lienne de´finie sur k. Supposons
d’abord A × k irre´ductible. Soit End0A = Endk(A) ⊗ Q. On sait que A
admet toujours des multiplications complexes: il existe un corps E de degre´
2g sur Q qui est un corps de multiplication complexe (corps CM), i.e. une
extension quadratique totalement imaginaire d’un corps de nombres totalement
re´el, contenu dans End0A. On note c la conjugaison complexe de E.
Soit M un corps CM, extension galoisienne de Q, dans lequel se plonge
E; l’existence d’un tel corps est bien connue [9]. Si Π de´signe l’ensemble des
plongements de E dans M , on a alors
(1.1) E⊗
Q
M ∼=
⊕
σ∈Π
M ,
l’isomorphisme e´tant donne´ par
e⊗m 7→ (σ(e)m)σ .
Donc (1.1) est M -line´aire pour l’action a` droite de M sur E ⊗M , et chacune
de ses composantes est σ-line´aire pour l’action a` gauche de E.
Soit ℓ un nombre premier 6= p, et soit λ une place de M divisant ℓ. On a
de meˆme
(1.2) E⊗
Q
Mλ ∼=
⊕
σ
Mλ ,
l’isomorphisme e´tant donne´ par e⊗m 7→ (σ(e)m)σ .
On notera simplement H i(A,Mλ) le module H
i
e´t(A,Qℓ) ⊗Qℓ Mλ. Rap-
pelons que H1e´t(A,Qℓ) est un module libre de rang 1 sur E ⊗ Qℓ, E ope´rant
par multiplications complexes. On en de´duit que H1(A,Mλ) est libre de rang
1 sur E⊗
Q
Mλ = (E ⊗Qℓ)⊗
Qℓ
Mλ =
⊕
σ
Mλ, donc libre de rang 2g sur Mλ. On a
alors:
Lemme 1.1. H1(A,Mλ) =
⊕
σ∈Π
H1(A,Mλ)σ, chaque facteur H
1(A,Mλ)σ
e´tant l ’image de H1(A,Mλ) par un projecteur alge´brique.
En effet, soit eσ ∈
⊕
τ
M l’e´le´ment de composante 1 a` la place σ et 0 en
τ 6= σ: alors eσ de´finit sous (1.1) un e´le´ment de End
0(A)⊗M qui projette sur
H1(A,Mλ)σ . On note ce projecteur pσ.
Si λ ∈ E, on de´signe par [λ] l’endomorphisme associe´ de A et son effet sur
les espaces de cohomologie.
Lemme 1.2. H1(A,Mλ)σ = {ω ∈ H
1(A,Mλ) : [λ]ω ≡ λ
σω}; il est de
rang 1 sur Mλ.
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C’est clair.
On va maintenant de´composer la cohomologie en degre´ i sous l’action
de E. Rappelons que c de´signe la conjugaison complexe de E. Soit Σ un
type CM de E, i.e., un ensemble de plongements de E dans M tel que tout
plongement E → M soit de la forme σ ou cσ pour un σ ∈ Σ. On sait que
H ie´t(A,Qℓ) = Λ
iH1e´t(A,Qℓ), le produit exte´rieur e´tant pris sur Qℓ. On a donc
de meˆme H i(A,Mλ) = Λ
iH1(A,Mλ) (produit exte´rieur sur Mλ). On notera
I, J des sous-ensembles de Σ et cΣ respectivement; si λ ∈ E, soit λIλJ =∏
σ∈I∐J
λσ ∈M .
Lemme 1.3. H i(A,Mλ) =
⊕
I,J
|I|+|J|=i
H i(A,Mλ)IJ ou`
H i(A,Mλ)IJ = {ω ∈ H
i : [λ]ω ≡ λIλJω}
est de rang 1 sur Mλ.
Ceci re´sulte imme´diatement du Lemme 1.2. Notons aussi qu’on a des
projecteurs pIJ sur H
i(A,Mλ)IJ de´finis comme apre`s le Lemme 1.
Puisque E est une sous-alge`bre abe´lienne maximale de End0(A), l’endo-
morphisme de Frobenius π peut eˆtre conside´re´ comme un e´le´ment de E. Pour
tout σ ∈ Σ, πσπcσ = πσπ¯σ = q. Par conse´quence π ope`re sur H2(A,Mλ)σ,cσ
comme multiplication par q.
Notons que l’application cycle envoie Zi(A)⊗M vers H2i(A,Qℓ)⊗Mλ =
H2i(A,Mλ).
Lemme 1.4. Pour tout σ ∈ Σ, il existe un cycle Lσ ∈ Z
1(A) ⊗M tel
que cl(Lσ) soit un ge´ne´rateur de H
2(A,Mλ)σ,cσ sur Mλ.
De´monstration. L’e´le´ment de Frobenius π ope`re sur H2(A,M)σ,cσ par
la valeur propre q. Le Lemme se de´duit alors aise´ment, par extension des
scalaires, du re´sultat analogue de Tate pour H2(A,Qℓ) [11].
Remarque. Dans le §2, le Lemme 1.4 sera retrouve´ (au moins pour un
choix particulier de Σ) a` l’aide du rele`vement a` la caracte´ristique nulle. Il
n’est donc pas utilise´ directement dans nos de´montrations (mais la the´orie de
Honda-Tate repose sur les re´sultats de Tate [11], donc cette inde´pendance est
vraisemblablement illusoire).
Nous conside´rons maintenant l’action de Gal(M/Q) sur la cohomologie.
Si τ ∈ Gal(M/Q), τ de´finit par transport de structure un isomorphisme de
H i(A,Mλ) avec H
i(A,Mτλ) ou` τλ est la place de M de´duite de λ par l’action
de τ .
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Lemme 1.5. Soit c ∈ Gal(M/Q) la conjugaison complexe. Alors c
envoie H i(A,Mλ)I,J vers H
i(A,Mcλ)cJ,cI .
De´monstration. Soit ω ∈ H i(A,Mλ) telle que [λ]ω = λ
IλJω. Alors
c([λ]ω) = [λ]cω puisque [λ] ope`re par un endomorphisme de A. On a donc
[λ] cω = c(λIλJω) = cλI cλJ cω (d’apre`s (1.2)) = λcJλcI cω. L’assertion re´sulte
du Lemme 1.2.
Corollaire 1.6. Si H2i(A,M)I,J est engendre´ sur Mλ par la classe
d ’un cycle alge´brique dans Zi(A)⊗M , il en est de meˆme de H2i(A,Mcλ)cJ,cI .
En effet c ope`re (sur les coefficients) en pre´servant les cycles alge´briques:
on est ramene´ au Lemme 1.5.
2. Division des cycles alge´briques
On va maintenant e´noncer un re´sultat simple, mais fondamental, de di-
vision des cycles alge´briques. Quitte a` remplacer k par une extension finie,
on sait [12] que A, ou au moins une varie´te´ A′ sur k isoge`ne a` A, admet un
rele`vement en caracte´ristique 0: il existe un corps de nombres F et une varie´te´
A˜ sur F ayant les proprie´te´s suivantes: il existe une place v de F , de corps
re´siduel k, telle que le mode`le de Ne´ron A de A˜ sur OF ait bonne re´duction en
v et que A×OF k
∼= A′. L’action de E sur (la varie´te´ abe´lienne a` isoge´nie pre`s
de´duite de) A′ se rele`ve a` A˜, et cette action est compatible avec la re´duction
en v.
Noter que le The´ore`me 1 est invariant par isoge´nie; puisque l’action
de G = Gal(k/k) sur Z(A) est localement finie, il suffit pour de´montrer le
the´ore`me de ve´rifier son corollaire pour toute extension assez grande k′ du
corps k. Nous supposons donc de´sormais que A est de´finie sur k et admet un
rele`vement en caracte´ristique 0, au sens pre´cise´ ci-devant. L’action de E sur
l’espace tangent de A˜ en 0 de´finit alors un type CM, que l’on supposera e´gal
a` Σ.
Notons Fv la comple´tion de F en v, Ov son anneau d’entiers et A =
A ×OF Ov: Av est un sche´ma abe´lien sur Ov. On sait que Av admet un
plongement projectif j : A → PN
Ov
correspondant a` un diviseur tre`s ample
L = j∗O(1) sur Av.
Quitte a` remplacer k par une extension finie, on peut trouver, d’apre`s
le the´ore`me de Bertini, une section de j∗L sur Av × k dont le lieu des ze´ros
est une sous-varie´te´ lisse de Av × k. D’apre`s un the´ore`me de Mumford [8],
H1(Av,L) = {0}, et donc cette section se rele`ve en un e´le´ment de H
0(Av,L).
En conside´rant le lieu de ses ze´ros, on obtient donc un sous-sche´ma lisse Lv
de Av tel que Lv × k est une section hyperplane de Av × k et Lv × F
′
v une
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section hyperplane de Av×F
′
v (F
′
v e´tant une extension de Fv de corps re´siduel
k). Quitte a` remplacer aussi F par une extension finie, ce que nous oublions
de´sormais dans la notation, on voit qu’on a une classe de cohomologie L dans
H2(A˜× F,Qℓ) ∼= H
2(A,Qℓ) qui est, a` la fois sur A˜× F et sur A, la classe de
cohomologie d’une section hyperplane.
Lemme 2.1. Les composantes isotypiques de L dans la de´composition
H2(A,Mλ) =
⊕
I,J
H2(A,Mλ)I,J sont de type (σ, cσ), σ parcourant Σ. Chaque
composante de type (σ, cσ) est non nulle.
De´monstration. Il suffit de le ve´rifier sur A˜, et meˆme sur B = A˜×F C pour
un plongement complexe de F . Choisissons un plongement complexe de M . A
isoge´nie pre`s (ce qui ne change rien au proble`me) B s’identifie a` Cg/Σ(O), ou`
O est l’anneau des entiers de E et ou` Σ envoie O dans Cg par composition avec
l’injection deM dans C. En particulier H1(B)⊗Q = O⊗Q = E. Noter que A˜,
et donc B, est absolument irre´ductible. On sait alors, sous nos hypothe`ses, que
End0(B) ∼= E (Shimura-Taniyama; cf. Shimura [9, p. 128]). D’apre`s Shimura
(ibid.), la classe de cohomologie associe´e a` une polarisation est alors donne´e
(en cohomologie de Betti) par une forme de Riemann sur E:
(x, y) 7→ TrE/Q(ζx
cy)
ou` ζ ∈ E ve´rifie cζ = −ζ.
Par extension des scalaires, on obtient une forme alterne´e sur E ⊗M ∼=⊕
σ
M donne´e par
((xσ), (yσ)) 7→
∑
σ
xσ
σζ ycσ.
Son type (et donc celui de L) est bien celui indique´ par le lemme; il est clair
que chaque composante est non nulle.
Soit (I, J) un type, avec I ⊂ Σ et J ⊂ cΣ. Soit K = I ∩ cJ , I0 = I −K,
J0 = J − cK. On a donc I = I0 ∐ K, J = J0 ∐ cK. La de´monstration du
The´ore`me 1 va reposer sur le re´sultat suivant.
Proposition 2.2. Soit (I, J) un type, |I|+ |J | = 2j, et supposons qu’il
existe un cycle Z ∈ Zj(A)⊗M dont la classe engendre H2j(A,Mλ)I,J . Alors
il existe un cycle T ∈ Zj−k(A) ⊗M (avec k = |K| = |I ∩ cJ |) dont la classe
engendre H2j−2k(A,Mλ)I0,J0 .
De´monstration. On notera simplement L : H i → H i+2 (ou` H i =
H i(A,Mλ)) la multiplication par la classe de Lefschetz. On conside`re l’ope´-
rateur Λ : H i → H i−2 de la the´orie de Lefschetz. On sait qu’il est alge´brique,
d’apre`s un the´ore`me de Liebermann [6]; d’apre`s Katz et Messing [5], les pro-
jections de H• sur ses composantes H i sont alge´briques; enfin, pour i fixe´, la
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de´composition H i =
⊕
I,J
H iI,J est alge´brique. Il en re´sulte que pour tout I, J et
I ′, J ′ (avec |I|+ |J | = |I ′|+ |J ′|+ 2) la composante de Λ qui envoie H•I,J vers
H•I′,J ′ est alge´brique.
Fixons une base (ωσ) (σ ∈ Σ ∪
cΣ) de H1(A,Mλ) sur Mλ; d’apre`s le
Lemme 1.7, on peut supposer que ωσωcσ = Lσ est une composante isotypique
de la classe de Lefschetz, donc alge´brique. On a L =
∑
σ∈Σ
Lσ, et L
2
σ = 0. Pour
tout i ≤ g, Lg−i : H i → H2g−i a donc pour expression
(2.1) Lg−i =
(∑
σ
Lσ)
g−i = (g − i)!
∑
K
LK
ou` la somme porte sur les sous-ensembles K de Σ de cardinal (g − i), et
(2.2) LK =
∏
σ∈K
Lσ .
Si (I, J) est un couple d’indices, soit ωIJ =
∏
σ∈I∐J
ωσ. D’apre`s (2.1),
(2.3) Lg−iωIJ =
∑
K
(g − i)! ωI∐K,J∐cK
ou` la somme porte sur les K (avec |K| = g − i) disjoints de I et J .
Soit θi :H
2g−i→H i l’inverse de Lg−i. On a alors la conse´quence suivante:
Lemme 2.3. Supposons que |I ′| + |J ′| = 2g − i. Si θi(ωI′,J ′) a une
composante non nulle en (I, J) – avec |I| + |J | = i – alors I ′ = I ∐ K,
J ′ = J ∐ cK avec K ⊂ Σ et |K| = g − i.
Supposons 2 ≤ i ≤ g. Alors Λ : H i → H i−2 est de´fini (cf. Kleiman [7,
p. 13]) par
Λ = θi−2Lg−i+1 .
On de´duit alors de (2.3) et du Lemme 2.3:
Lemme 2.4. Soit (I, J) avec |I| + |J | = i, et supposons que ΛωIJ a
une composante non nulle en (I ′, J ′) avec |I ′| + |J ′| = i − 2. Alors il existe
K,L ⊂ Σ avec |K| = g − i+ 1, |L| = g − i+ 2 tels que
I ∐ K = I ′ ∐ L ,(2.4)
J ∐ cK = J ′ ∐ cL .(2.5)
(En particulier, K est disjoint de I ∪ cJ et L de I ′ ∪ cJ ′).
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Soit I1 = I ∐K, J1 = J ∐
cK et de´finissons I0, I01 , J
0, J01 comme avant la
Proposition 1.8. On ve´rifie aussitoˆt que I0 = I01 , J
0 = J01 . Il re´sulte alors de
(2.4) et (2.5) que I0 = (I ′)0, J0 = (J ′)0. Supposons alors qu’il existe un cycle
alge´brique de type (I, J). Si ΛωIJ 6= 0, le Lemme 2.4 implique alors l’existence
d’un cycle alge´brique de type (I ′, J ′) avec |I ′|+ |J ′| = |I|+ |J |−2 et I0 = (I ′)0,
J0 = (J ′)0. Pour i = 2j ≤ g, la Proposition 2.2 re´sulte alors, par re´currence
sur le degre´, du lemme suivant:
Lemme 2.5. Si K = I ∩ cJ 6= ∅, une classe ω de type (I, J) n’est pas
primitive, et donc Λω 6= 0.
De´monstration. D’apre`s (2.3), on a
(2.6) Lg−i+1ωIJ =
∑
L
(g − i+ 1)! ωI∐L,J∐cL
ou` |L| = g − i + 1. Si I ∩ cJ 6= ∅, |I ∪ cJ | ≤ i − 1 ou` i = |I| + |J |. Il existe
donc g− i+1 e´le´ments de Σ n’appartenant pas a` I ∪ cJ : si L est forme´ de ces
e´le´ments, le terme ωI∐L,J∐cL de (2.6) est non nul, donc ωIJ n’est pas primitive.
Il reste a` traiter le cas ou` i = 2j > g. L’ope´rateur Λ est alors de´fini par le
diagramme commutatif [7, p. 13]:
(2.7) H2g−i
Li−g
−−−→ H i
L
y y Λ
H2g−i+2
Li−2−g
−−−→ H i−2
,
i.e., Λ = Li−1−gθ2g−i. (Si i = g + 1, Λ est simplement θg−1; θ2g−i est l’inverse
de Li−g: H2g−i → H i). On en de´duit l’analogue du Lemme 2.4: si |I|+ |J | = i
et si ΛωIJ a une composante non nulle en (I
′, J ′) avec |I ′|+ |J ′| = i− 2, alors
I = I ′′ ∐K , J = J ′′ ∐ cK ,(2.8)
I = I ′′ ∐ L , J ′ = J ′′ ∐ cL(2.9)
avec |K| = i− g, |L| = i− g− 1. On a de nouveau I0 = (I ′′)0, J0 = (J ′′)0 d’ou`
I0 = (I ′)0, J0 = (J ′)0. De plus, une classe de type (I, J) ou` |I|+|J | > g ne peut
eˆtre primitive (c’est du reste clair sur (2.7) puisque Li−1−g : H2g−i → H i−2
est injectif), et l’on termine comme dans le cas pre´ce´dent.
On notera la conse´quence suivante de la Proposition 2.2, que nous n’avons
obtenue que de fac¸on indirecte:
Corollaire 2.6. Supposons qu’il existe un cycle Z ∈ Zj(A)⊗Mλ dont
la classe est non nulle et de type (I, J). Alors, pour tout K ⊂ I∩cJ , il existe un
cycle alge´brique dont la classe engendre la cohomologie de type (I−K,J− cK).
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En d’autres termes, on peut diviser les cycles alge´briques isotypiques par
les composantes isotypiques de la classe de Lefschetz. Le Corollaire se de´duit
de la Proposition 2.2 en descendant a` (I0, J0) puis en multipliant par des
composantes isotypiques de la classe de Lefschetz.
3. Le cas re´ductible; de´monstration du The´ore`me 1
Une varie´te´ abe´lienne arbitraire A/k¯ est isoge`ne a` un produit de com-
posantes irre´ductibles (≡ simples) At (t = 1, . . . N). On peut supposer que
chaque At se rele`ve en caracte´ristique nulle. Soit Et (t = 1, . . . N) un corps
de multiplication complexe pour At. Alors E =
N⊕
t=1
Et ope`re sur A. Soit M le
compose´ des cloˆtures galoisiennes Mt des Et. Alors on a une de´composition
isotypique
(3.1) H•(A,Mλ) =
⊕
I=(I1,...IN )
J=(J1,...JN )
H•(A,Mλ)IJ
ou` l’on a choisi des types CM Σt pour les corps Et, et ou` It ⊂ Σt et Jt ⊂
cΣt.
Les composantes de la classe de Lefschetz fournissent des cycles
alge´briques de type (σ, cσ) ou` σ parcourt Σ1 ∐ · · · ∐ ΣN .
De´finissons alors (I0, J0) par ces composantes (I0t , J
0
t ), elles-meˆmes
de´finies comme avant la Proposition 2.2. Soit k =
∑
t
|Kt|, la notation e´tant
e´vidente. On peut alors “ku¨nnethiser” les de´monstrations du §3, en remplac¸ant
partout l’action d’un corps par l’action de l’alge`bre E =
⊕
Et. On obtient ainsi
l’analogue de la Proposition 2.2:
Lemme 3.1. Soit (I, J) un type, avec |I| + |J | = 2j, et supposons qu’il
existe un cycle Z ∈ Zj(A)⊗M dont la classe engendre H2j(A,Mλ)I,J . Alors
il existe T ∈ Zj−k(A)⊗M dont la classe engendre H2j−2k(A,Mλ)I0,J0 .
Nous pouvons maintenant de´montrer le The´ore`me 1. Soit A/k une varie´te´
abe´lienne de dimension g; nous supposons que A est un produit de varie´te´s
simples se relevant en caracte´ristique 0, ce qui est loisible a` isoge´nie pre`s.
Rappelons la construction des ope´rateurs pIJ dans H
2j(A,Mλ). Pour
I, J = (It), (Jt) comme ci-dessus, soit eIJ l’e´le´ment de E ⊗M =
⊕
Et ⊗M
de composantes 1 aux places σ ∈ It ∪ Jt, 0 ailleurs. On dispose alors de
l’endomorphisme pIJ = [eIJ ] deH
i; c’est un projecteur et en degre´ i = |I|+|J |,
on ve´rifie aise´ment que pIJ est le projecteur sur la composante de type (I, J)
de (3.1).
Si Z ∈ Zj(A)⊗M , [eIJ ]Z est un cycle alge´brique et l’on a
(3.2) cl([eIJ ]Z) = pIJ cl(Z)
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et donc
(3.3) cl(Z) =
∑
I,J
cl([eIJ ]Z) .
Lemme 3.2. Si Z ∈ Zj(A) ⊗M est nume´riquement e´quivalent a` 0,
[eIJ ]Z l ’est aussi pour tout I, J .
En effet pour tout T ∈ Zg−j(A) ⊗M , on a alors [eIJ ]Z · T = Z ·
t[eIJ ]T ,
la transpose´e d’une correspondance e´tant de´finie comme dans [6]. Mais [eIJ ]
et donc sa transpose´e sont des correspondances alge´briques.
Supposons alors Z, et donc [eIJ ]Z, nume´riquement e´gal a` 0. Soit ω =
cl(Z), ωIJ = pIJω = cl([eIJ ]Z), et supposons ωIJ 6= 0; c’est alors la classe
d’un cycle. D’apre`s le Lemme 3.1, il existe un cycle T dans Zj−k(A)⊗M , tel
que cl(T ) est de type (I0, J0) et que
(3.4) ωIJ = µ LK cl(T ) , µ ∈Mλ , µ 6= 0 .
(On a de´signe´ par LK =
∏
t
LKt le produit convenable des composantes de la
classe de Lefschetz; notation (2.2).)
Conside´rons alors la conjugaison complexe c ∈ Gal(M/Q). D’apre`s
l’extension e´vidente du Lemme 1.5 et de son Corollaire, c(cl(T )) est de type cJ0,
cI0 et e´videmment non nul; c’est une classe de cohomologie dans H•(A,Mcλ).
Supposons alors λ fixe par la conjugaison complexe. Puisque I0 ∩ cJ0 =
J0 ∩ cI0 = ∅, on a ne´cessairement cl(T ) · c cl(T ) 6= 0 puisque l’alge`bre de
cohomologie est libre sur les ωIJ . Puisque K =
∐
Kt est disjoint de I
0 ∪ cJ0,
on en de´duit de meˆme que LK cl(T )
c cl(T ) 6= 0; d’apre`s (3.4), ωIJ cl(
cT ) 6= 0.
C’est une classe de cohomologie alge´brique de type (I∐cJ0, J∐cI0 = (K∐I0∐
cJ0, cK ∐ J0 ∐ cI0). Si H est le comple´ment dans Σ =
∐
Σt de K ∐ I
0 ∐ cJ0,
on en de´duit enfin que LHωIJ cl(
cT ) 6= 0. Mais ceci contredit le Lemme 3.2
puisque LH , et
cT , sont alge´briques. Donc ωIJ = 0 pour tous I, J et ceci
de´montre le The´ore`me 1.
Il reste a` ve´rifier que l’on peut bien trouver une famille de ℓ, de densite´
non nulle, tels qu’il existe une place λ|ℓ de M telle que cλ = λ. Soit R le sous-
corps re´el maximal de M . (Noter que M est un corps CM: [9, Prop. 5.12].)
On a une suite exacte
(3.5) 1→ {1, c} → Gal(M/Q)→ Gal(R/Q)→ 1
et l’e´le´ment c est central dans Gal(M/Q). Il suffit pour notre de´monstration
de supposer que c appartient au groupe de de´composition Dλ de λ. Si M
est non ramifie´ en ℓ, ceci revient a` supposer que c est une puissance d’un
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e´le´ment de Frobenius F ∈ Gal(M/Q), ce qui est vrai par exemple si F = c;
d’apre`s le the´ore`me de C˘ebotarev, ceci est vrai avec la fre´quence indique´e par
le The´ore`me 1.
4. Relation avec d’autres conjectures
D’apre`s le The´ore`me 1, on pourrait de´montrer (sans condition sur ℓ) que
l’e´quivalence cohomologique et nume´rique co¨ıncident sur A si l’on disposait
d’une quelconque des proprie´te´s suivantes. La premie`re est bien connue:
Conjecture 4.1. Si Z ∈ Zi(A) et si clℓ(Z) ∈ H
2i(A,Qℓ(i)) 6= 0 pour
un ℓ 6= p, alors clm(Z) ∈ H
2i(A,Qm(i)) 6= 0 pour tout nombre premier m 6= p.
En effet, on pourrait alors choisir m ve´rifiant les hypothe`ses du The´ore`me,
et en de´duire que Z n’est pas nume´riquement e´quivalent a` 0.
Notons qu’une variante a` caracte´ristique (re´siduelle) constante de la Con-
jecture 4.1 ferait aussi l’affaire. Soient M un corps de nombres et Z un cycle
a` coefficients dans M . Soient λ, µ deux places de M divisant ℓ 6= p.
Conjecture 4.2. Si Z ∈ Zi(A,M) alors clλ(Z) ∈ H
2i(A,Mλ(i)) = 0
si et seulement si clµ(Z) ∈ H
2i(A,Mµ(i)) = 0.
Je ne vois pas, cependant, pourquoi cette conjecture serait plus accessible
que la Conjecture 4.1.
Comme me l’a fait remarquer D. Ramakrishnan, la de´monstration donne´e
ici s’adapterait si l’on disposait d’une proprie´te´ conjecture´e par C. Soule´.
Soit CH i(A,Q) le groupe des classes de cycles modulo e´quivalence line´aire,
a` coefficients dans Q; soit CH i(A,Qℓ) = CH
i(A,Q)⊗Qℓ.
Conjecture 4.3 (Soule´). L’application classe de cycle donne un iso-
morphisme
(4.1) CH i(A,Qℓ)→ H
2i(A,Qℓ(i))
G
ou` G = Gal(k¯/k).
Pour cette conjecture voir Soule´ [10]: elle n’est pas formule´e explicitement
dans cet article mais une forme plus faible y est de´montre´e pour i = 0, 1, d− 1
ou` d est la dimension de A.
Proposition 4.4. Si l ’application (4.1) est injective, l ’e´quivalence
nume´rique et cohomologique coı¨ncident pour A et ℓ.
Le point notable est que nous ne supposons pas la surjectivite´, et donc la
conjecture de Tate ([13: Conj. T j]).
162 L. CLOZEL
De´monstration. Soit Mℓ = M ⊗ Qℓ, avec les notations habituelles. Nous
ne´gligeons aussi les twists a` la Tate dans les notations. On a par hypothe`se
(4.2) CH i(A,Q)⊗Qℓ →֒ H
2i(A,Qℓ)
d’ou`, en prenant le produit tensoriel (plat) par M :
(4.3) CH i(A,M)⊗Qℓ →֒ H
2i(A,Mℓ)
et en appliquant les projecteurs pIJ :
(4.4) (CH i(A,M)IJ )⊗Qℓ →֒ H
2i(A,Mℓ)IJ
– noter que CH i(A,M) se de´compose selon les projecteurs pIJ vu l’injectivite´
de (4.3). Supposons alors qu’il existe un cycle de type (I, J) dont la classe de co-
homologie dansH2i(A,Mℓ) est non nulle. Puisque le membre de droite de (4.4)
est de rang 1 sur Mℓ, CH
i(A,M)IJ est alors de rang 1 sur M , et l’application
(4.4) est ne´cessairement un isomorphisme sur Mℓ = M ⊗ Qℓ. Si ZIJ est
un tel cycle, il en re´sulte que toutes ses composantes dans H2i(A,Mℓ)IJ =⊕
λ|ℓ
H2i(A,Mℓ)IJ sont non nulles. On peut alors conclure a` l’aide de la fin
du §3.
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